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Capitulo |

GENERALIDADES (*°)
Definigio.

Qualquer drea da superficic da Terra que scja representada
por uma carta terd, na rcalidade, a forma de uma porgio do
geoide, aproximadamente um sctor de superficie esferica. Por
conseqiiéncia, nao serd plana, nio podendo ser transformada em
plano, a ndo ser por meio de uma anamcrfose. Esta operagao,
bem definida pelos matemdticos, significa na realidade um des-
locamento dos pontos da esfera até que haja coincidéncia com
um plano. A fisica sabe realizar tal transformagdo: utiliza um
sistema 6ptico de lentes reproduzindo os detalhes de uma édrea
esférica sobre uma tela e, por ésse motivo, em quase todos os
idiomas foi adotada a palavra “Projecdo”. Infelizmente, esta
designagiio parece pouco feliz porque, atualmente, as “Proje-
¢oes” usuais sio de correspondéncia matemdtica ¢ nio podem
ser materializadas por meio de aparelhos.

Na superficie da Terra, a localizagio de um ponto serd
precisamente definida, quando forem determinadas as duas coor-
denadas: Longitude ¢ Latitude. Na superficie do plano, as coor-
denadas sdo Plano-retangulares, exatamente como as da qua-
dricula da redugdo ao horizonte, sendo por isso designadas de
abscissas e ordenadas(°).

Uma definicio universal do sistema de “Projedo” seria:
uma correspondéncia matemdtica entre as coordenadas plano-
retangulares da carta e as coordenadas esféricas da Terra. Al-
guns sistemas correspondem a combinagdes geométricas sim-
ples, mas, geralmente, trata-se de expresses puramente abstra-
tas.

(69) Bste capftulo serd desenvolvido globalmente, incluindo tanto as proje-
¢des das cartas geogrificas como as das plamimetricas. Com efeito, a divisio das
consideragBbes pouco proveilo traria para a sua lilura.

(70) As vézes utilizam-se, também, coordenadas polares, mas E&ste caso pode
ser considerado como uma transformagdo das coordenadas retangulares.
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Um circulo pequeno da super-
ficie da Terra serd representado
por circulos de raio diferente no
caso da conformidade, e por elip-
ses mais ou menos achatadas mas
de mesma drea, no caso da eqiii-
valéncia.

Deformagaes.

E evidente que esta anamorfose nio pode ocorrer sem um
nmm_oﬁanio desigual dos pontos da esfera sobre o plano. A
disposi¢iio de uma figura geométrica nio serd, entdo, a mesma
na carta ou na superficie da Terra(’'). Em outras palavras, a
imagem de um contdorno bastante grande sera diferente déste
contorno: serd uma imagem deformada. Este defeito é inevi-
tivel ¢ o problema essencial das projecoes scrda o de apreciar
as deformagoes de modo a reduzir, a0 minimo, os defeitos inco-
modos. A identificagdo déstes ¢ importante para o cartégrafo,
a fim de que ndo faga determinagdes inadequadas ou, pelo me-
nos, conhega o grau do érro que pode resultar dessas determi-

nagocs.
Indicatriz de Tissot

A cxisténcia das deformagdes era conhecida desde o inicio
da Cartografia. Sua teoria porém implica mctodos de cilculo
que somente foram descobertos no século XIX. O cientista fran-
c2s Tissot foi o primciro a fornecer uma classificagdo racional
Qm.m deformagoes. Ele examinou as variagdoes de um pequeno
circulo inscrito na superficie da Terra, depois de ser transfor-
mado pelas férmulas da projegdo. Qualquer que seja o tipo dessa
transformagio, o resultado serd uma pequena clipse, mas de
eixos mais ou menos desiguais. E claro que a forma da elipse
deve ser diferente de um lugar para outro, dentro da 4rea da
carta, pois uma transformagdo que desse em todos os pontos a
mesma deformagao seria perfeita, facilmente transformavel em
uma projegdo sem deformagdes, o que, sabemos, € impossivel.

Pode-se, porém, definir um sistema no qual uma proprie-
dade se mantém constante dentro da drea total da carta. Nao
sc vc.aa aqui entrar em detalhes quanto ao raciocinio de Tissot
mas, intuitivamente, pode-se perceber que existem somente duas
possibilidades de realizagiio destas condigoes: 1.°) tddas as elip-
ses siio de eixos iguais e, por isso, sdo circulares. Mas, as ima-
gens de circulos iguais na Terra sio circulos desiguais na carta.

2.9) Todas as elipses tém a mesma drea (proporcional a
do circulo original); em cada ponto os cixos serdo diferentes, mas
0 seu produto permanecera sempre o mesmo.

Fora das implicagdes citadas de constincia, a definigdo
das projecdes pode introduzir muitos sistemas, mas nenhum sera
capaz de apresentar uma propriedade bdsica que se repita den-
tro da extensiio total da carta.

Conformidade

Quando um pequeno circulo da superficie esférica conti-
nua a ser representado sob essa mesma forma, qualquer que
scja o seu tamanho, todos os raios correspondentes de ambos

(71) “A pele de onga nio pode tornar-se um tapé
chas” (Clos-Arceduc). P m tapéte sem deformar as man-

106

os circulos formam os mesmos angulos tanto sobre a esfera
quanto na carta. Por exemplo, sendo oa e ob os raios principais
da carta, correspondentes aos raios OA4 e OB da esfera, a per-
manéncia da forma circular exige que o angulo reto BOA seja
representado pelo dngulo reto boa. Pela mesma razdo, um raio
OC terid como correspondente o raio oc, de modo que o angulo
BOC seja igual ao angulo boc: na figura: 45°. Esta constatagao
significa que, ao redor do mesmo centro 0, de imagem o, todos
os rumos mantém a mesma orientagdo, sem nenhuma deforma-
¢do angular: uma pequena figura se reproduz conforme o origi-
nal, de tal modo que esta propriedade bdsica ¢ agora conhe-
cida sob o nome de conformidade(’?). Assim, os angulos sdo
mantidos, e a qualidade ¢ fregiientemente designada como “‘con-
servagdo dos dngulos”. £ uma verdade absoluta, pois sabemos
que a modificagio da escala nio altera os angulos.

Deve-se ainda observar que, na carta, mesmo no caso de
uma figura bastante ampla, ndo hi alternativa para o tragado
das linhas que ligam o ponto central aos pontos externos: pode-
se somente usar retas. O mesmo nio acontece na superficie da
esfera. Na realidade, a linha ¢ sempre uma curva, sabendo-se
que, sobre esta superficie arredondada, dois pontos podem ser
ligados por virias linhas. A curva que corresponde @ linha reta
da carta raramente coincidird com o arco de circulo mdximo
da esfera, a ortodromia. A conservagao dos angulos aplica-se
imediatamente no caso de uma figura pequena mas também en-
tre dois pontos bastante distanciados, levando-se em conta a
anamorfose da linha rcta da carta.

Por outro lado, a conformidade implica uma variagdo de
escala de um ponto do globo para outro, porque ndo ha possi-
bilidade de conseguir que todos os circulos transformados fiquem
iguais: a projegio seria perfeita, o que nio pode existir. A pro-
jegdo apresenta sempre pontos privilegiados, nos quais a con-
formidade acompanha localmente a conservagdo das distancias
lineares. Ao redor déste centro (ou déstes centros) as variagoes
de escala e as deformagdes lineares processam-se mais ou me-
nos rapidamente determinando, assim. uma zona de deforma-
¢do minima (ou zona de minimo de deformagio). Um problema
importante serd, entdo, determinar os limites de deformagao
aceitdvel. Ao fixar uma variacio relativa da escala, ou seja, em
percentagem, os erros absolutos quanto as distincias ndo dife-
rem. Assim. uma projecio conforme serd utilizdvel dentro de
uma drea definida, cuja extensio depende do érro de distincia
miximo pré-determinado.

Uma outra conseqiiéncia da conservagio dos angulos ¢
que os meridianos e os paralelos devem se cruzar sob um dn-
gulo de 90° Entio. nenhuma projegio pode ser considerada
conforme se ndo apresentar uma ortogonalidade dos paralelos
e dos meridianos. A reciproca, porém, ndo € verdadeira: uma
projecio pode apresentar meridianos e paralelos perpendicula-
res, mas ndo ser conforme. Isto significa, apenas, que os meri-

(72) Esta nomenclatura é bastante recente, mas a faiz “conforme’’ aparece
em muitas linguas. Tissot utiliza a palavra “autogonal” = dngulos {guais (congruen-

tes).
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A particio do circulo-imagem
nio sofre alteragio em compa-
ragio com o circulo-modelo de
uma projegao. (Conservagdo dos
dngulos.)

U'ma linha reta da carta pode
ser a transformada de uma curva
da Terra, mas o fAngulo tangen-
cial ndo sofre deformagdo (con-
formidade).




Entre dois paralelos de uma
projegao eqiiivalente, os meridia-
nos eqiiidistantes abrangem fireas
iguais, mas de formas diferentes.

dianos e paralelos representam diregdes privilegiadas; todavia,
as outras dire¢des ndo serdo conservadas. A bissetriz do angulo
reto na natureza, por exemplo(’®), n3o corresponderd a bisse-
triz désse mesmo angulo na carta. Este fato pode ser de grande
utilidade para identificar um sistema de projegdo desconhecido e
ndo mencionado.

Egqiiivaléncia

A outra propriedade basica definida por Tissot é a con-
servagio das drcas. Contrariamente ao que acontece com 0S
angulos, esta “conscrvagdo” das dreas, nio significa que as
areas da carta sejam iguais as da natureza. A palavra foi ima-
ginada pelos matematicos que ndo se preocupam com a escala.
Na rcalidade deve-se entender que as drcas da carta sio pro-
porcionais as da natureza, sendo a razdo da proporcionalidade
constante e igual ao quadrado da escala. Por exemplo, todos os
trapézios (mistilineares) que representam os quadrildteros qua-
dri-retangulares da esfera de uma zona aprescntardo a mesma
area, mas dentro de um contérno que pode diferir muito. Os
angulos dos meridianos, e dos paralelos espccialmente, nao serio
de 90°, podendo diferir bastante de uma latitude para outra.
Conseqiientemente, os eixos das elipses de Tissot ndo devem
acompanhar as direcoes dos meridianos e dos paralelos. A de-
formagiio serd angular, ¢ a carta apresentard deformagoes de
angulo, que variardo de um lugar para outro da carta. Estes
erros de Angulos podem ser calculados, exatamente, como as
alteragoes de escala, e servirdo para definir as qualidades intrin-
secas da projegao.

Isolinhas das deformagades

Excetuando os pontos singulares, a correspondéncia mate-
mitica da projegdo terd como conseqiiéncia uma continuidade
de tddas as fungoes derivadas destas formulas. Por isso, todos
os pontos que correspondem a um mesmo valor da deformagio
agrupar-se-io sobre uma mesma curva, que sera a isolinha desta
deformagao. Considerando inicialmente as duas projegoes de
qualidades basicas, parece que no caso de uma projegdo con-
forme as deformagoes serdo de distancia linear e, pelo contrdrio,
no caso de uma projecdo eqiivalente, as deformagbes serdo de
angulos. Entdo, no primeiro caso, as isolinhas corresponderao
aos acréscimos (as vézes redugdes) percentuais dos compri-
mentos; mas, no caso de deformagdes angulares, o valor consi-
derado serda um valor absoluto, em minutos ou segundos de
grau. Por excmplo: uma isolinha podera ligar todos os pontos
a0 redor dos quais a deformagio relativa for de menos 5 por
mil (proje¢dao conforme). Freqiientemente, prefere-se conside-
rar a diferenga desta deformagdo em relagio a unidade, o que
constituird o coeficiente de escala. No exemplo acima, um tal

(73) Tratase dos Angulos que formam as tangentes 2s curvas da superffcie
esférica. .
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coeficiente pode ser escrito: 1,000 — 0,005 = 0,995. Assim,
a isolinha de deformagdo linear € freqiicntemente chamada de
isoescalar. Na parte matemdtica o Icitor encontrard um esbdgo
do método de calculo das isolinhas.

Exatamente do mesmo modo, poder-se-d definir as linhas
de deformagdo angular que, dependendo do caso, formardao uma
réde distanciada de grau em grau, de meio grau em meio grau,
etc.; esta nogdo porém, ndo ¢ tio rapidamente perceptivel quanto
a de escala.

A consideragdo das isolinhas permite definir melhor as
zonas de deformacgao aceitavel: serda suficiente marcar o con-
torno acompanhando uma isolinha que corresponda ao valor
mdximo fixado.

Outros tipos de projecao.

Esta divisio em projecoes conformes e projecoes eqiiiva-
lentes ndo tem a finalidade de eliminar todos os outros tipos
de projecdo, que ndo apresentem uma destas qualidades: so-
mente uma, ja que ambas ndao podem coexistir. Embora a utili-
zagdo seja menos simples, existem muitos sistemas de projecdo
que ndo apresentam nem a conformidade, nem a eqiiivaléncia.
Ao redor do mesmo ponto, a representagdo cartografica eviden-
cia, simultineamente, deformagoes angulares e deformagdes de
escala. A réde das isolinhas seria dupla, o que pode ser feito,
utilizando-se cores diversas. As vézes, ndo ¢ desvantajoso intro-
duzir um pzqueno érro angular, para reduzir o érro da escala, €
as projecoes assim estabelecidas sdo conhecidas como de *de-
formagdo minima”, porque a fidelidade é obtida combinando-se
a aproximagdo linear com a angular.

Por outro lado, vérias utilizagdes exigem uma caracteristica
exclusiva: a conformidade ou a eqiivaléncia. Um bom exem-
plo é o das proje¢des chamadas “eqiiidistantes”. Deve-se obser-
var que esta propriedade de conservar, sem deformagdo. as dis-
tancias ortodromicas, ao redor de um centro, ¢ diferente daque-
las basicas ja definidas. Evidentemente, nao hd possibilidade de
construir uma projegiio que seja eqiiidistante para qualquer pon-
to: a réde seria sem deformagoes, o que ndo é possivel. Mas,
para se calcular as distincias ortodromicas a partir de um ponto
definido, ha vantagens em se construir uma projegdo especial.
Ao se considerar um outro ponto como centro, téda a projegdo
deve ser recalculada e reconstruida,

Transferéncia do ponto central.

Ji foi comentado o fato de que o ponto central apresenta
certas vantagens. E freqiiente o ponto central (também chamado
de pivd) de uma projegdo conforme aparecer sem deformagdes
de drea ou, entdo, de distincias. O pequeno circulo de Tissot
nio somente mantém sua forma, como também conserva a mes-
ma dimensdo (levando-se em conta a proporgio da escala): em
outras palavras, o coeficiente de escala serd igual a 1. Esta sin-
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O mesmo tipo de proje¢ao pode
ter como pivd o pdélo, um ponto
do equador ou um ponto qual-
quer; as projecoes se chamam
respectivamente; polar (Py),
equatorial (P3), obliqua (Py).

gularidade pode se estender a uma linha privilegiada da
réde. Perto do ponto ou da linha a propriedade ndo vai desapa-
recer subitamente; mas deverd diminuir progressivamente de
intensidade. Os pontos ou as linhas centrais serdo a base desta
zona de menor deformagio, ji citada. Por conseqiiéncia, serd
muito bom orientar a projegdo de tal modo que esta zona favo-
ravel abranja a zona cartografada: o centro da proje¢do deve
coincidir com o centro da carta.

Felizmente, ndo ¢ muito dificil deslocar o centro de proje-
¢do; a réde dos meridianos e paralelos é constituida por curvas
transcendentes, que serdo tragadas ligando os cruzamentos de
coordenadas plano-retangulares calculadas. Assim, muitas pro-
jecoes podem aparecer sob trés aspectos diferentes. Suponhamos
um sistema de projegdo concebido com um polo (norte ou sul)
P, localizado no centro. Percebe-se, intuitivamente, que um sis-
tema simples representara os paralelos como circulos concén-
tricos e os meridianos, como retas concorrentes. A representagao
sera certa ao redor do pélo, mas as deformagoes aumentario
com a colatitude. Um ponto do equador apresenta a distincia
mixima da representagdo de um hemisfério; as deformagoes serdo
enormes. Para rcpresentar as regioes centradas sdbre o equa-
dor serd, entio, melhor deslocar o pivé da projecio para um
ponto Pz do cquador. Esta transformagio ndo pode alterar as
propriedades bisicas da projegio, de tal modo que esta devera
permanccer conforme ou eqiiivalente; mas, o tragado dos meri-
dianos ¢ paralelos serd de linhas menos geomctricas do que 0s
culos ou as retas primitivas. Este desenho € chamado de as-
peeto cquatorial da projegdo. Os polos sio dois: de tal modo
que se pode definir dois aspectos polares da projegio. Os pontos
do equador, entretanto, sao uma infinidade e, escolhendo-sc su-
cessivamente cada um désses pontos como centro, pode-se defi-
nir uma infinidade de projegdes equatoriais (cada uma carac-
terizada por uma varidvel, a longitude do pivd). Mas, sendo a
Terra esférica, qualquer ponto pode pretender ter o privilégio
de ser o pivd, como no caso do ponto Py (escolhido para au-
mentar a clareza, no meridiano do plano da figura). Por consec-
qiiéncia, podemos definir um tercciro aspecto, de centro P3 do
mesmo sistema de projegdo. Como a linha OP; fica fora do equa-
dor e da linha dos pélos, ¢ uma linha obliqua, cuja posigao
permite definir uma dupla infinidade de projecdes obliquas. Para
localizar o pivo, sdo necessarias, com efeito, duas coordenadas:
a longitude ¢ a latitude. Ao redor do ponto Pq, as verticais fardao
o papel dos meridianos e os almicintaras o dos paralelos. Esta
observagio pode ajudar em alguns casos, principalmente quando
a construgdo geométrica € bastante fdcil.
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